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概率

条件概率与全概公式

本章小结

事件的独立性与伯努利概型

随机事件及其概率第一章
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1.1 随机事件
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随机现象

随机试验

随机事件

（四） 事件的关系与运算
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在一定条件下，必然发生某一结果或必然不发生某

一结果的现象称为确定性现象.

1. 确定性现象 

“同性电荷必然互斥”；

“在标准大气压下，纯水加热到100度会沸腾”；实例

自然界所观察到的现象: 确定性现象、随机现象

“函数在间断点处不存在导数” 等.

确定性现象的特征：   条件完全决定结果.

（一） 随机现象

注
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        在一定条件下可能出现也可能不出现的现象称

为随机现象.

实例1   在相同条件下掷一枚均匀的硬币，观察正反

两面出现的情况.

2. 随机现象         

结果:有可能出现正面也可能出现反面.

（一） 随机现象

实例2    从一批含有正品和次品的产品中任意抽取一

个产品.

其结果可能为: 正品、次品.
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结果有可能为: 1,    2,    3,   4,   5  或  6.

实例3    抛掷一枚骰子,观察出现的点数.

实例4    过马路交叉口时,可能遇上各种颜色的交通

指挥灯.

实例5    出生的婴儿可能是男，也可能是女.

实例6    明天的天气可能是晴 ， 也可能是多云或雨.

（一） 随机现象

随机现象的特征: 条件不能完全决定结果.注
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概率论就是研究随机现象统计规律性的一门数学学科.

随机现象在一次观察中出现什么结果具有偶然性, 

但在大量试验或观察中, 这种结果的出现具有一定

的统计规律性, 概率论就是研究随机现象这种本质

规律的一门数学学科.

说明

（一） 随机现象
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 1. 重复性：可以在相同的条件下重复地进行;

 2. 明确性：每次试验的可能结果不止一个,并且能

事先明确试验的所有可能结果;

 3. 随机性：进行一次试验之前不能确定哪一个结

果会出现.

  在概率论中, 随机试验具有以下三个特征

（二） 随机试验

为研究随机现象的统计规律性而进行的各种科学实

验或对事物某种特征进行的观察称为随机试验.简称

试验，记为E
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说明  

 1. 随机试验简称为试验, 是一个广泛的术语.它包

括各种各样的科学实验, 也包括对客观事物进行的 

“调查”、“观察”或 “测量” 等.

实例  “抛掷一枚硬币,观察字面,花面出现的情

况”.分析

(1) 试验可以在相同的条件下重复地进行;

(2) 试验的所有可能结果: 字面、花面;

（二） 随机试验
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E1. 抛掷一枚骰子,观察出现的点数；

E2. 从一批产品中,依次任选三件,记录出现正品与

   次品的件数；

同理可知下列试验都为随机试验.

(3) 进行一次试验之前不能确定哪一个结果会出现.

故为随机试验.

E4. 考察某地区 10 月份的平均气温；

E3. 从一批灯泡中任取一只,测试其寿命.        

（二） 随机试验
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随机事件    随机试验 E 的样本空间 S 的子集称为 E 
的随机事件, 简称事件.

试验中,

骰子“出现1点”, “出现2点”, …… ,“出现6点”,

“点数不大于4”,  “点数为偶数” 等都为随机事件.

实例   抛掷一枚骰子, 观察出现的点数.

1. 基本概念

（三） 随机事件
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实例   上述试验中 “点数不大于6” 就是必然事件.

必然事件   随机试验中必然会出现的结果.

不可能事件   随机试验中不可能出现的结果. 

实例   上述试验中 “点数大于6” 就是不可能事件.

    必然事件的对立面是不可能事件,不可能事件的

对立面是必然事件,它们互称为对立事件.

实例  “出现1点”,“出现2点”,……,“出现6点”.

基本事件    由一个样本点组成的单点集.

（三） 随机事件



中国人民大学出版社

2. 几点说明

例如    抛掷一枚骰子, 观察出现的点数.

 可设    A = “点数不大于4”,

B = “点数为奇数” 等等.

(⑴) 随机事件可简称为事件, 并以大写英文字

母 

A, B,  C,    来表示事件



（三） 随机事件
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（三） 随机事件

(2)随机试验、样本空间与随机事件的关系

    每一个随机试验相应地有一个样本空间, 样本

空间的子集就是随机事件.

随机试验 样本空间
子集

随机事件

随
机
事
件







基本事件

 必然事件

不可能事件

复合事件





互为对立事件
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, ,  ,  (
1,2, ) .

kE A B A k 


设试验 的样本空间为 而

是 的子集

 1. 包含关系 若事件 A 出现, 必然导致 B 出现 ,

则称事件 B 包含事件 A,记作 .BAAB  或

实例  “长度不合格” 必然导致 “产品不合
格”所以“产品不合格”包含“长度不合格”.

图示 B 包含 A.
S

BA

（四） 事件的关系与运算
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2.  A等于B  若事件 A 包含事件 B，而且事件B 

包含事件 A，则称事件 A 与事件 B 相等，记作 

A=B.3.  事件 A 与 B 的并(和事件)

{   }   

.

A B x x A x B A

B A B A B

  

 

事件 或 称为事件 与

事件 的 记作 或和事件

实例  某种产品的合格与否是由该产品的长度与

直径是否合格所决定,因此 “产品不合格”是“长

度不合格”与“直径不合格”

的并. S
B ABA

（四） 事件的关系与运算
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; , , ,    21
1

的和事件个事件为称推广 nk

n

k
AAAnA 



4. 事件 A 与 B 的交 (积事件)

.ABBA 或积事件也可记作 

. , , 21
1

的和事件为可列个事件称  AAAk
k





.  
}{

积事件的与事件

称为事件且事件

BA
BxAxxBA 

（四） 事件的关系与运算
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图示事件A与B 的积事件.

S
A BAB

实例  某种产品的合格与否是由该产品的长度与直

径是否合格所决定,因此“产品合格”是“长度合格”

与“直径合格”的交或积事件.

（四） 事件的关系与运算
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和事件与积事件的运算性质

,AAA  ,SSA  ,AA 

,AAA  ,ASA  .A

; , , , 21
1

的积事件个事件为称推广 n

n

k
k AAAnA 



. , , 21
1

的积事件为可列个事件称  AAA
k

k





（四） 事件的关系与运算
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5. 事件 A 与 B 互不相容 (互斥）

     若事件 A 的出现必然导致事件 B 不出现, 

B 出现也必然导致 A不出现,则称事件 A与B互不相

容, 即

. ABBA

实例   抛掷一枚硬币, “出现花面” 与 “出现字面”

是互不相容的两个事件.

（四） 事件的关系与运算
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“骰子出现1点”       “骰子出现2点”

图示  A 与 B 互斥.

S
A B

互斥

实例   抛掷一枚骰子, 观察出现的点数 . 

（四） 事件的关系与运算
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6. 事件 A 与 B 的差

    由事件  A 出现而事件 B 不出现所组成的事

件称为事件 A 与 B 的差. 记作  A- B.

图示  A 与 B 的差.

S
A B

SA
B

AB 
AB 

BA
BA 

实例  “长度合格但直径不合格” 是 “长度

合格” 与 “直径合格” 的差.

（四） 事件的关系与运算
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     设 A 表示“事件 A 出现”, 则“事件 A 不
出现”称为事件 A 的对立事件或逆事件. 记作 .A

实例   “骰子出现1点”       “骰子不出现0点”

图示 A 与 B 的对立.

S

B A

若 A 与 B 互逆,则有 .  ABSBA 且

A

7. 事件 A 的对立事件

对立

（四） 事件的关系与运算
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对立事件与互斥事件的区别

S S
A B A B A

A、B 对立A、B 互斥

  ABSBA 且AB

互 斥 对 立

（四） 事件的关系与运算
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8.完备事件组

（四） 事件的关系与运算
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事件间的运算规律

.,)1( BAABABBA  交换律

),()()2( CBACBA  结合律

,)()()(
)3(

BCACCBCACBA  
分配律

.,:(4) BABABABA  摩根律德

则有为事件设  ,,, CBA

).()( BCACAB 

).)(()()()( CBCACBCACBA  

（四） 事件的关系与运算
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设A, B, C 表示三个随机事件,试将

下列事件用A, B, C 表示出来.

(1)   A 出现, B, C 不出现;

(5)   三个事件都不出现;

(2)   A, B都出现, C 不出现;

(3)   三个事件都出现;

(4)   三个事件至少有一个出现;

(6)   不多于一个事件出现;

（四） 事件的关系与运算

解

例1
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(7)   不多于两个事件出现;

(8)   三个事件至少有两个出现;

(9)   A, B 至少有一个出现, C 不出现;

(10)   A, B, C 中恰好有两个出现.

解 ;)1( CBA ;)2( CAB ;)3( ABC

;)4( CBA  ;)5( CBA

（四） 事件的关系与运算
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;)8( BCACBACABABC 

;)()9( CBA

.)10( BCACBACAB 

;ABC或

;)6( CBACBACBACBA 

,
)7(

BCACBA
CABCBACBACBACBA





（四） 事件的关系与运算



中国人民大学出版社

(1) 没有一个是次品; (2) 至少有一个是次品;

(3) 只有一个是次品; (4) 至少有三个不是次品;

(5) 恰好有三个是次品; (6) 至多有一个是次品.

;)1( 4321 AAAA

:
,)4,3,2,1(

,

各事件

表示下列试用个零件是正品的第

表示他生产零件设一个工人生产了四个

i

i

Aii
A



（四） 事件的关系与运算

解

例2



中国人民大学出版社

4321432143214321)2( AAAAAAAAAAAAAAAA 

4321432143214321 AAAAAAAAAAAAAAAA 

43214321 AAAAAAAA  43214321 AAAAAAAA 

43214321 AAAAAAAA  ,4321 AAAA
;4321 AAAA或

;)3( 4321432143214321 AAAAAAAAAAAAAAAA 

4321432143214321)4( AAAAAAAAAAAAAAAA 

;4321 AAAA

（四） 事件的关系与运算
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;      
)5(

4321

432143214321

AAAA
AAAAAAAAAAAA





.
)6(

4321

4321432143214321

AAAA
AAAAAAAAAAAAAAAA





（四） 事件的关系与运算
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1.2 概率

（一） 概率的统计定义

（二） 概率的古典定义

（三） 概率的几何定义

（四） 概率的公理化定义与性质
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（一） 概率的统计定义

定义1.1

1.频率的定义
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设 A 是随机试验 E 的任一事件, 则

;1)(0)1(  Afn

(2) ( ) 1, ( ) 0;f f   

).()()()(
,,,,)3(

2121

21

knnnk

k

AfAfAfAAAf
AAA

 
 则是两两互不相容的事件若

（一） 概率的统计定义

2.频率的性质
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实例   将一枚硬币抛掷 5 次、50 次、500 次, 

各做7 遍, 观察正面出现的次数及频率.

试验
序号

5n
Hn f

1 2 3  4  5  6  7

2

31  5  1  2  4

Hn f
50n

22
25

21
25
24
18
27

Hn
500n

251
249

256
247

251
262
258

0.4
0.6
0.2

1.0

0.2
0.4
0.8

0.44
0.50

0.42

0.48
0.36
0.54

f
0.502
0.498

0.512
0.494

0.524
0.516

0.50
0.502

处波动较大在
2
1

波动最小

随n的增大, 频率 f 呈现出稳定性

处波动较小在
2
1

（一） 概率的统计定义
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从上述数据可得

(2)  抛硬币次数n 较小时, 频率f 的随机波动幅度

较大, 但随n 的增大 , 频率f 呈现出稳定性.即当 

n 逐渐增大时频率f 总是在 0.5 附近摆动, 且逐渐

稳定于0.5.

(1)  频率有随机波动性,即对于同样的n, 所得的f 
不一定相同;

（一） 概率的统计定义
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实验者

德  摩根

蒲 丰

n Hn f

皮尔逊K
皮尔逊K

 2048 1061 0.5181
4040 2048 0.5069
12000 6019 0.5016
24000 12012 0.5005

)(Hf
逐渐增大n

.
2
1

（一） 概率的统计定义
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重要结论

　　频率当n 较小时波动幅度比较大，当n 逐渐增大

时，频率趋于稳定值，这个稳定值从本质上反映了

事件在试验中出现可能性的大小．它就是事件的概

率．

（一） 概率的统计定义
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（一） 概率的统计定义

定义1.2

3.概率的统计定义
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定义1.3

1.古典型随机试验

（二） 概率的古典定义
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定义1.4

2.概率的古典定义

（二） 概率的古典定义
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2.概率的古典定义

（二） 概率的古典定义

例1

解
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2.概率的古典定义

（二） 概率的古典定义

例2

解
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2.概率的古典定义

（二） 概率的古典定义

例3

解
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2.概率的古典定义

（二） 概率的古典定义

例4

解
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2.概率的古典定义

（二） 概率的古典定义

例5

解
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（三） 概率的几何定义

定义1.5

1.几何型试验
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（一） 概率的几何定义

定义1.6

1.概率的几何定义
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（一） 概率的几何定义

2.概率的几何定义

例6

解
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（三） 概率的几何定义

2.概率的几何定义

例7

解
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定义1.7

1.概率的公理化定义

（四） 概率的公理化定义与性质
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2.概率的性质

（四） 概率的公理化定义与性质

性质1

性质2

性质3

( ) 1 ( ).P A P A 

( ) 1 ( ).P A P A 
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2.概率的性质

（四） 概率的公理化定义与性质

性质4

性质5
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2.概率的性质

（四） 概率的公理化定义与性质

解

例8
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2.概率的性质

（四） 概率的公理化定义与性质

解

例9
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2.概率的性质

（四） 概率的公理化定义与性质

解

例10
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1.3 条件概率与全概公式

（一） 条件概率与乘法公式

（二） 全概公式与逆概公式
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（一） 条件概率与乘法公式

解

例1
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（一） 条件概率与乘法公式

定义1.8

1.条件概率的定义
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（一） 条件概率与乘法公式

2.乘法公式
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（一） 条件概率与乘法公式

2.乘法公式

解

例2
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（一） 条件概率与乘法公式

2.乘法公式

解

例3
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（一） 条件概率与乘法公式

2.乘法公式

解

例3
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（二） 全概公式与逆概公式

定理1.1

称此式为全概率公式
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（二） 全概公式与逆概公式

i jA A 由 ( )( )i jBA BA 

1 2( ) ( ) ( ) ( )nP A P BA P BA P BA    

图示 B
1A

2A

3A
1nA  nA

证明
1 2( )nB B B A A A     

1 2 .nBA BA BA  

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).n nP B A P A P B A P A P B A P A   

化整为零

各个击破
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（二） 全概公式与逆概公式

解

例4
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（二） 全概公式与逆概公式

解

例5
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（二） 全概公式与逆概公式

称此为贝叶斯公式、逆概公式

1 2

1

. , , ,
, ( ) 0, ( ( ) 0)

( ) ( )
( ) , 1,2, , .

( ) ( )

n

i

j j
j n

i i
i

E A A A
P A E B P B

P A P B A
P A B j n

P A P B A




 

 







设试验 的样本空间为 为一个完备

事件组且 则对 的任意事件 有

定理1.1
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（二） 全概公式与逆概公式

解

例6
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1.4 事件的独立性与伯努利概型

（一） 事件的独立性

（二） 伯努利概型
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（一） 事件的独立性

定义1.9

1.两个事件相互独立的定义

,
( ) ( ) ( )
, , , .

A B
P AB P A P B
A B A B


对于事件 和 如果

则称事件 相互独立 简称 独立
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（一） 事件的独立性

1.两个事件相互独立的定义

定理1.3 （相互独立的充要条件）

( )( )
( )

P ABP B A
P A


( ) ( ) ( )

( )
P A P B P B

P A
 

( ) ( ).P B A P B 

, , ( ) 0. ,
( ) ( ).

A B P A A B
P B A P B





设 是两事件 且 则 相

互独立的充要条件是

( ) 0, ,
( ) ( ).

P B A B
P B A P B





同理可证： 则 相互独立的充要条件是

证明
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（一） 事件的独立性

1.两个事件相互独立的定义

定理1.4 下列命题等价：

证明 ( ) ( ) ( )A B P AB P A P B 事件 与 相互独立

A B

A B

A B

A B

（1）事件 与 相互独立；

（2）事件 与 相互独立；

（3）事件 与 相互独立；

（4）事件 与 相互独立；

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )(1 ( )) ( ) ( )

P AB P A B P A AB P A P AB

P A P A P B P A P B P A P B

A B

     

    

 与 相互独立



中国人民大学出版社

（一） 事件的独立性

定义1.10

2.三个事件相互独立的定义
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（一） 事件的独立性

定义1.11

3.n个事件相互独立的定义
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（一） 事件的独立性

例2

解
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（一） 事件的独立性

例3

解
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（一） 事件的独立性

例4

解
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1.n重伯努利试验

（二） 伯努利概型

定义1.12
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1.n重伯努利试验

（二） 伯努利概型

例5

解
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2.伯努利概型

（二） 伯努利概型

定理1.5

证明
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2.伯努利概型

（二） 伯努利概型

例6
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2.伯努利概型

（二） 伯努利概型

例6

解


