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随机变量与分布函数

离散型随机变量及其分布

连续型随机变量及其分布

随机变量函数的分布

二维随机变量

随机变量及其分布第二章
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2.1 随机变量与分布函数

（一）

（二）

随机变量的概念

分布函数
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      概率论是从数量上来研究随机现象内在规律

性的，为了更方便有力的研究随机现象，就要用数

学分析的方法来研究， 因此为了便于数学上的推

导和计算，就需将任意的随机事件数量化．当把一

些非数量表示的随机事件用数字来表示时， 就建

立起了随机变量的概念．

为什么引入随机变量

（一） 随机变量的概念
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抛掷骰子,观察出现的点数.

,3)3(,2)2(,1)1(  XXX ,6)6(,5)5(,4)4(  XXX
1{ } ( 1, 2, 3, 4, 5, 6 ) .
6

P X i i  

样本空间{1，2，3，4，5，6}
样本点本身就是数量

恒等变换

且有

( )X  

则有

（一） 随机变量的概念

实例
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掷一个硬币, 观察出现的面 , 共有两个结果:

1 ( ),  反面朝上

2 ( ),  正面朝上

若用 X 表示掷一个硬币出现正面的次数, 则
有

( )X 1 ( )  反面朝上

2 ( )  正面朝上 1

0 1( ) 0X  

2( ) 1X  

              是一个随
机变量.

（一） 随机变量的概念

例1

( )X 
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 设某射手每次射击打中目标的概率是0.8,

现该射手不断向目标射击, 直到击中目标为止,则

,)( 所需射击次数eX

是一个随机变量.

且 X(e) 的所有可能取值为:

.,3,2,1 

（一） 随机变量的概念

例2
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 某公共汽车站每隔 5 分钟有一辆汽车通过, 如

果某人到达该车站的时刻是随机的, 则

,)( 此人的等车时间eX

是一个随机变量.

且 X(e) 的所有可能取值为: ].5,0[

（一） 随机变量的概念

例3
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随机变量

（一） 随机变量的概念

定义2.1
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　　随机变量随着试验的结果不同而取不同的值, 

由于试验的各个结果的出现具有一定的概率, 因此

随机变量的取值也有一定的概率规律.

(2) 随机变量的取值具有一定的概率规律

　　随机变量是一个函数 , 但它与普通的函数有

着本质的差别 ,普通函数是定义在实数轴上的,而

随机变量是定义在样本空间上的 (样本空间的元素

不一定是实数).

说明 (1) 随机变量与普通的函数不同

（一） 随机变量的概念
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　　随机事件包容在随机变量这个范围更广的概念

之内.或者说 : 随机事件是从静态的观点来研究随

机现象,而随机变量则是从动态的观点来研究随机

现象.

(3)随机变量与随机事件的关系

（一） 随机变量的概念
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随机变量的分类

离散型

随机变量

连续型

非离散型

混合型

（一） 随机变量的概念

按随机变量的取值范围:

一维

随机变量

二维

多维

三维…

按描述问题所需变量个数:
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离散型  随机变量所取的可能值是有限多个或无限 
可列个, 叫做离散型随机变量.

 观察掷一个骰子出现的点数.

随机变量 X 的可能值是 :

实例

1,  2,  3,  4,  5,  6.

（一） 随机变量的概念

实例    随机变量 X 为“灯泡的寿命”.

).,0[ 

  连续型   随机变量所取的可能值可以连续地充满

某个区间,叫做连续型随机变量.

则 X 的取值范围为
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　　对于随机变量X, 我们不仅要知道X 取哪些值, 

要知道 X 取这些值的概率 ; 而且更重要的是想知

道 X 在任意有限区间(a, b)内取值的概率.

}{ 21 xXxP  }{}{ 12 xXPxXP 

)( 2xF )( 1xF

}{ 21 xXxP 

分布
函数  

).()( 12 xFxF 


?

例如 .],( 21 内的概率落在区间求随机变量 xxX

概念的引入

（二） 分布函数
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说明 (1) 分布函数主要研究变量在某一区间内取

值的概率.

.)()2( 的一个普通实函数是分布函数 xxF

（二） 分布函数

分布函数定义2.1
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定理2.1

（二） 分布函数

分布函数的性质
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重要公式

),()(}{)1( aFbFbXaP 

).(1}{)2( aFaXP 

证明 },{}{}{ bXaaXbX  因为

,}{}{  bXaaX 

},{}{}{ bXaPaXPbXP 所以

).()(}{ aFbFbXaP 故

（二） 分布函数
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例4

（二） 分布函数

解
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（二） 分布函数
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2.2 离散型随机变量及其分布

（一） 离散型随机变量的分布

（二） 几种常见的离散型随机变量的分布
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定义2.3

（一） 离散型随机变量的分布

.
.,2,1,}{

,
}{,,),2,1

(

的分布律称此为离散型随机变量

为的概率

即事件取各个可能值的概率

所有可能取的值为设离散型随机变量

X
kpxXP

xXX
kxX

kk

k

k









1.分布律定义
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离散型随机变量的分布律也可表示为












n

n

ppp
xxx

X
21

21~

X

kP

 nxxx 21

 nppp 21

（一） 离散型随机变量的分布

1.分布律定义

分布阵

分布列
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（一） 离散型随机变量的分布

2.分布律性质

X  ixxx 21  ippp 21

     
或

性质1

性质2

0, 1,2, ;kp k  

1
1.k

k
p





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（一） 离散型随机变量的分布

X 2 1 0 1 2 

( )kP X x 3 1/ 8 2a a a a

例1 设随机变量X的分布列如下表所示：

求：（1）常数 a
(2) ( 1), ( 2 0), ( 2).P X P X P X    
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（一） 离散型随机变量的分布

例1

(2) ( 1) ( 2) ( 1)
( 0)=5 / 8;

( 2 0) ( 1) ( 0)=1/ 2;
( 2) ( 2)=1/ 4.

P X P X P X
P X

P X P X P X
P X P X

       


       
  

解
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例4

解

（一） 离散型随机变量的分布
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（一） 离散型随机变量的分布
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（一） 离散型随机变量的分布
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（一） 离散型随机变量的分布
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　　设随机变量X 只可能取0与1两个值, 它的分布
律为

X

kP
0

p1
1
p

则称X 服从(0-1)分布或两点分布.记为

（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

1.0-1分布

~ (1, )X B p
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实例    200件产品中, 有190 件合格品, 10 件不合格
品, 现从中随机抽取一件, 那么, 若规定






,0
,1

X
取得不合格品,

取得合格品.

则随机变量 X 服从0-1分布.

X

kP

0 1

200
190

200
10

（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

1.0-1分布
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（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

2.二项分布
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（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

2.二项分布
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（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

2.二项分布
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（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

3.泊松分布
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（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

3.泊松分布
定理2.1
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（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

3.泊松分布
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（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

4.几何分布
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（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

4.几何分布
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（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

5.超几何分布
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（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

5.超几何分布
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（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

5.超几何分布
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（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

5.超几何分布
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（二） 几种常见的离散型随机变量的分布

5.超几何分布
定理2.1
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2.3 连续型随机变量及其分布

（一） 概率密度

（二） 几种常见的连续型随机变量的分布
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二、概率密度的概念与性质

一、连续型随机变量

连续型随机变量及其概率密度
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一、连续型随机变量

实例2  随机变量 X 为“测量某零件尺寸时的测量

误差”.

则 X 的取值范围为 (a, b) .

实例1   随机变量 X 为“灯泡的寿命”.

).,0[ 

定义 随机变量所取的可能值可以连续地充满某个区

间,叫做连续型随机变量.

则 X 的取值范围为
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.,
)(,

,d)()(,

,)(

简称概率密度密度函数

的概率称为其中为连续型随机变量则称

有使对于任意实数非负函数

存在的分布函数如果对于随机变量

XxfX

ttfxFx

xFX
x

 


二、概率密度的概念与性质

1.定义

xo

)(xf

1
1d)(  




xxfS

1S
xxfS

x

x
d)(2

1
1 

1x


2x

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)()(}{)3( 1221 xFxFxXxP  ;d)(2

1
xxf

x

x

xxf
x

d)(2

 


证明

.d)(2

1
xxf

x

x

)()(}{ 1221 xFxFxXxP 

xxf
x

d)(1

 


性质 ;0)()1( xf

;1d)()2( 



xxf

证明     .d)()(1 xxfF 




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).()(,)()4( xfxFxxf 则有处连续在点若

)(}{ aFaXP  ,d)( xxf
a

 


}{1}{ aXPaXP 

xxfxxf
a

d)(d)(  






)(1 aF

xxfxxf
a

d)(d)( 





.d)( xxf
a




同时得以下计算公式
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注意    对于任意可能值 a ,连续型随机变量取 a 的
概率等于零.即

.0}{  aXP

证明 }{ aXP  .0

由此可得

xxf
xa

ax
d)(lim

0 





连续型随机变量取值落在某一
区间的概率与区间的开闭无关

}{ bXaP  }{ bXaP  }{ bXaP 

}.{ bXaP 
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.0}{  aXP

若X是连续型随机变量，{ X=a }是不

可能事件，则有

,0}{  aXP若

是不可能事件}{ aX  .0}{  aXP

若 X 为离散型随机变量,        

注意

连
续
型

离
散
型

是不可能事件则不能确定 }{ aX 
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, 0 3,

( ) 2 , 3 4,
2

0, .

(1) ; (2) ;
7(3) {1 }.
2

X
kx x

xf x x

k X

P X

 
   



 

设随机变量 具有概率密度

其他

确定常数 求 的分布函数

求

解 ,1d)()1( 



xxf由

例1

,1d
2

2d
3

0

4

3







   xxxkx得 .

6
1

k解之得
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的概率密度为知由 Xk
6
1)2( 





















.,0

,43,
2

2

,30,
6

)(

其他

xx

xx

xf
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





















 







 



.4,1

,43,d
2

2d
6

,30,d
6

,0,0

)(
3

0 3

0

x

xtttt

xtt
x

xF
x

x

得由  


x
xxfxF d)()(
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























.4,1

,43,
4

23

,30,
12

,0,0

)(
2

2

x

xxx

xx
x

xF即

}
2
71{)3(  XP )1()

2
7( FF  .

48
41


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.)3(

};
2

{)2(

;,)1(:

.,1

,,arcsin

,,0

)(

的概率密度随机变量

的值系数求

的分布函数为设连续型随机变量

X

aXaP

BA

ax

axa
a
xBA

ax

xF

X




















例2
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),(lim)( xFaF
ax 

故有

解 (1) 因为 X 是连续型随机变量,

,)(lim)( xFaF
ax



,)( 连续所以 xF









a
aBA arcsin







 

a
aBA arcsin即 BA

2


 ,0

BA
2


 ,1
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.1


B


















.,1

,,arcsin
π
1

2
1

,,0

)(

ax

axa
a
x

ax

xF所以

,
2
1

A解之得
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






2
aF

0
2

arcsin
π
1

2
1









a
a

6
π

π
1

2
1









 

2
)2( aXaP )( aF 

.
3
2



)()( xFxf 

的概率密度为随机变量 X)3(



 


.,0

,,π1 22

其他

axaxa



中国人民大学出版社

常见连续型随机变量的分布
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).,(~
,),(

,,0

,,1
)(

baUX
baX

bxa
abxf

X

记为

区间上服从均匀分布在区间则称

其他

具有概率密度设连续型随机变量定义





 



1.  均匀分布

xO

)(xf



a


b概率密度函数图形
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均匀分布的意义

,),( Xba 变量上服从均匀分布的随机在区间

.
),(

是相同的

内的可能性中任意等长度的子区间落在区间 ba

xo

)( xf



a


b
ab 

1
lab

lp


  l



中国人民大学出版社




















.,1

,,

,,0

)(

bx

bxa
ab
ax

ax

xF

分布函数

xo

)(xF



a


b

1
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解 由题意,  R的概率密度为



 


.,0

,1100900),9001100(1
)(

其他

r
rf

故有

rd
200

11050

950

       设电阻值 R 是一个随机变量，均匀分布在

900     ~ 1100  . 求 R 的概率密度及 R 落在 950   
~1050   的概率．

  


例1

}1050950{  RP

.5.0



中国人民大学出版社

     设随机变量 X 在 [ 2, 5 ]上服从均匀分布, 现

对 X 进行三次独立观测 ,试求至少有两次观测值

大于3 的概率.

X 的分布密度函数为





 


.,0

,52,
3
1

)(
其他

x
xf

设 A 表示“对 X 的观测值大于 3 的次数”,

解

即 A={ X >3 }.

例2
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}2{ YP

.
27
20



因而有

设Y 表示3次独立观测中观测值大于3的次数,

则 .
3
2,3~ 





bY







 
















3
21

3
2

2
3 2 03

3
21

3
2

3
3







 
















}3{)(  XPAP由于 ,
3
2d

3
15

3
  x
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.,0
.0,0

,0,e1
)(

的指数分布服从参数为则称为常数其中

的概率密度为设连续型随机变量

Xθ
x

x
θxf

X

θx














2.  指数分布

定义
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    某些元件或设备的寿命服从指数分布.例如无

线电元件的寿命 、电力设备的寿命、动物的寿命

等都服从指数分布.

应用与背景

分布函数












.0  ,0

,0,e11)(
x

x
θxF

θx
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      设某类日光灯管的使用寿命 X 服从参数为

θ=2000的指数分布(单位:小时).

(1) 任取一只这种灯管, 求能正常使用1000小时以上

的概率.  

(2) 有一只这种灯管已经正常使用了1000 小时以上,
求还能使用1000小时以上的概率. 












.0,0
,0,e1)( 2000

1

x
xxF

x

X 的分布函数为解

例3
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}1000{)1( XP }1000{1  XP

)1000(1 F

.607.0e 2
1




}10002000{)2(  XXP

}1000{
}1000,2000{





XP

XXP

}1000{
}2000{





XP
XP
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}1000{1
}2000{1





XP
XP

)1000(1
)2000(1

F
F






.607.0e 2
1




指数分布的重要性质 :“无记忆性”.



中国人民大学出版社

).,(~,
,,)0(,

,,e
π2

1)(

2

2
)(

2

2

σμNX
σμXσσμ

x
σ

xf

X

σ
μx

记为正态分布或高斯分布

的服从参数为则称为常数其中

的概率密度为设连续型随机变量








3.  正态分布(或高斯分布)
定义
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正态概率密度函数的几何特征

;)1( 对称曲线关于 μx 

;
π2

1)(,)2(
σ

xfμx 取得最大值时当 

;0)(,)3(  xfx 时当

;)4( 处有拐点曲线在 σμx 
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;
,)(

,,)6(

轴作平移变换着

只是沿图形的形状不变

的大小时改变当固定

x
xf

μσ

;)5( 轴为渐近线曲线以 x
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.
,,,,,

)(,,)7(

图形越矮越胖

越大图形越高越瘦越小而形状在改变不变

图形的对称轴的大小时改变当固定

σσ
xfσμ
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正态分布的分布函数

t
σ

xF
x

σ
μt

de
π2

1)( 2

2

2
)(

 





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     正态分布是最常见最重要的一种分布,例如

测量误差, 人的生理特征尺寸如身高、体重等 ;
正常情况下生产的产品尺寸:直径、长度、重量高

度等都近似服从正态分布.

正态分布的应用与背景 
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正态分布下的概率计算

t
σ

xF
x

σ
μt

de
π2

1)( 2

2

2
)(

 




}{ xXP 

?

原函数不是
初等函数

方法一:利用MATLAB软件包计算

方法二:转化为标准正态分布查表计算
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.)1,0(,
,1,0),( 2

N
σμσμN

记为分布正态分布称为标准正态

这样的时中的当正态分布 

标准正态分布的概率密度表示为

,,e
π2

1)( 2

2




xx
x



标准正态分布

标准正态分布的分布函数表示为

.,de
π2

1)( 2

2

  


xtx

x
t
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标准正态分布的图形
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}.225.1{),1,0(~  XPNX 求已知

解 }225.1{  XP

)25.1()2(  

8944.09772.0 

例4 

 . 0828.0
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).1,0(~),,(~ 2 N
σ

μXZσμNX 
则若引理

证明 的分布函数为
σ

μXZ 


}{ xZP 






 


 x

σ
μXP }{ σxμXP 

,de
π2

1 2

2

2
)(










σxμ

σ
μt

t
σ

得令 ,u
σ

μt


 }{ xZP   




x
u

ude
π2

1 2

2

),(x

).1,0(~ N
σ

μXZ 
故
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解 x
σ

d

c
σ
μx

de
π2

1 2

2

2
)(







,u
σ

μx



令 uσ

σ

u
σ

μd

σ
μc de

π2
1 2

2






}{ dXcP 

u
u

σ
μd

σ
μc de

π2
1 2

2






}.{),,(~ 2 dXcPσμNX 求已知例5
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





 


σ

μd

u
u

σ
μd

de
π2

1 2

2




 u
u

σ
μc

de
π2

1 2

2






)()(}{ cFdFdXcP 因而

.





 







 


σ

μc
σ

μd 

.





 


σ

μc

.}{ 





 







 


σ

μc
σ

μddXcP 即
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例6 .)(1)( xx  证明

tx
t

x
de

π2
1)( 2

2




t
t

x
de

π2
1 2

2


 t
t

de
π2

1 2

2


 t
t

x
de

π2
1 2

2




).(1 x

证明
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(1)  所求概率为

}89{ XP )2(
5.0
9089







 

  )2(1 

9772.01 .0228.0

解

例7

?,.
C)(

.,)(
.).,(~,

)C(,C.

o

oo

至少为多少问于

的概率不低至少为若要求保持液体的温度

的概率小于求若

且是一个随机变量

计以液体的温度调节器整定在器内

贮存着某种液体的容将一温度调节器放置在

d

Xd
dNX

Xd

990
802

89901
50 2


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99.0}80{)2( XP

99.0}80{1  XP

99.0)80(1  F

99.0
5.0

801 





 


d

,01.099.01
5.0

80







 


d

327.2
0.5

80


 d
即 .1635.81 d
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常见连续型随机变量的分布

均匀分布

正态分布(或高斯分布)

指数分布






   正态分布有极其广泛的实际背景, 例如测量误差, 

人的生理特征尺寸如身高、体重等 ,正常情况下生

产的产品尺寸:直径、长度、质量、高度,炮弹的弹

落点的分布等, 都服从或近似服从正态分布.

正态分布是概率论中最重要的分布
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    正态分布是自然界和社会现象中最为常见的一

种分布, 一个变量如果受到大量微小的、独立的随

机因素的影响, 那么这个变量一般是一个正态随机

变量.

    另一方面,有些分布(如二项分布、泊松分布)

的极限分布是正态分布.所以,无论在实践中,还是

在理论上,正态分布是概率论中最重要的一种分布.
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二项分布向正态分布的转换
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2.4 二维随机变量

（一） 联合分布和边缘分布

（二） 随机变量的独立性

（三） 二维随机变量的条件分布
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1、离散型随机变量的边缘分布律  
2、连续型随机变量的边缘分布

3、边缘分布函数  

（一）联合分布和边缘分布
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.

),(),2,1(),2,1(

,,2,1},{

,,2,1},{

.,2,1,,},{
),(

1

1

的边缘分布律和关于关于

为和分别称

记

律为

的联合分布设二维离散型随机变量

YX

YXjpip

jyYPpp

ixXPpp

jipyYxXP
YX

ji

j
i

ijj

i
j

iji

ijji

































定义

1、离散型随机变量的边缘分布律 
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;,2,1,}{
1

 




ipxXP
j

iji

.,2,1,}{
1

 




jpyYP
i

ijj

X
Y  ixxx 21





jy

y
y

2

1  12111 ippp
 22212 ippp


 ijjj ppp 21





中国人民大学出版社

,),()(
1









xx j

ijX
i

pxFxF

.),()(
1









yy i

ijY
j

pyFyF

因此得离散型随机变量关于X 和Y 的边缘分布函数

分别为
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例1   已知下列分布律求其边缘分布律.

XY 10

49
16

49
12

49
12

49
9

1

0
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XY 10

42
12

42
12

42
12

42
6

1

0

}{ ii xXPp 

}{ jj yYPp 

注意

联合分布 边缘分布

解

 




7
4

7
3

1
7
4

7
3
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解

10987654321
1 2 2 3 2 4 2 4 3 4
0 1 1 1 1 2 1 1 1 2

例2

.,  
.)(

,  )( .
10,,3,2,1

并求边缘分布律的联合分布律

和试写出的素数的个数是能整除

的正整数的个数是能整除设一个值

十个值中取等可能地在一整数

F
DNNFF

NNDD
N







:布律的联合分布律与边缘分和由此得 FD

样本点

D
F
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D

kp
4321

101 104 102 103

F

kp
210

101 107 102

4321
101 0 0 0
0 104 102 101
0 0 0 102

DF }{ jFP 
101
107
102

}{ iDP  101 104 102 103 1

或将边缘分布律表示为

0
1
2
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.),(

,d),()(

,d]d),([),()(

,),(
,),(

的边缘概率密度关于称其为随机变量

记

由于度为

设它的概率密对于连续型随机变量

XYX

vvufxf

uvvufxFxF

yxf
YX

X

x
X


 















定义

2、连续型随机变量的边缘分布
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同理可得 Y  的边缘分布函数

.d),()( 



 uvufyfY

Y 的边缘概率密度.

,dd),(),()(  






y
Y vuvufyFyF
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.)(),(
.,0

,,6
),(

2

yfxf

xyx
yxf

YX

YX求边缘概率密度

其他

具有联合概率密度和设随机变量



 



解 yyxfxf X d),()( 





,10 时当  x xy 
2xy 

O x

y )1,1(

yyxfxf X d),()( 






x

x
y

2
d6

例3

).(6 2xx 
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,10 时或当  xx

.0d),()(  



yyxfxf X

因而得

xy 
2xy 

O x

y )1,1(



 


.,0

,10),(6
)(

2

其他

xxx
xfX



中国人民大学出版社

,10 时当  y

xyxfyfY d),()( 





,10 时或当  yy .0d),()(  



xyxfyfY



 


.,0

,10),(6
)(

其他
得

yyy
yfY


y

y
xd6

).(6 yy 

xy 
2xy 

O x

y )1,1(
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的概率密度为设二维随机变量 ),( YX
















 














2
2

2
2

21

21
2
1

2
1

2

2
21

)())((2)(
)1(2

1exp

12
1),(

σ
μy

σσ
μyμxρ

σ
μx

ρ

ρσσ
yxf

.的边缘概率密度试求二维正态随机变量

,,  yx

.11
,0,0,,,,, 212121





ρ
σσρσσμμ 且都是常数其中

例4
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解 ,d),()( yyxfxf X 



 由于

21

21
2
2

2
2 ))((2)(

σσ
μyμxρ

σ
μy 




,)(
2
1

2
12

2

1

1

2

2

σ
μxρ

σ
μxρ

σ
μy 








 





,dee
1π2

1)( 1

1

2

2

0
2
1

2
1

)1(2
1

2
)(

2
21

y
σσ

xf σ
μxρ

σ
μy

ρσ
μx

X 











 













,
1

1
1

1

2

2
2 







 






σ

μxρ
σ

μy
ρ

t令
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则有 ,dee
π2
1)( 22

)(

1

2
2
1

2
1

t
σ

xf
t

σ
μx

X 











.,e
π2
1)(

2
1

2
1

2
)(

1





x
σ

xf σ
μx

X即

二维正态分布的两个边缘分布都是一维正态分布,

.ρ并且都不依赖于参数

.,e
π2
1)(

2
2

2
2

2
)(

2





y
σ

yf σ
μx

Y

同理可得
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),sinsin1(e
π2

1),(

),(

2

22

yxyxf

YX
yx






的联合密度函数为令

.e
π2

1)(,e
π2

1)(

,),(,

22

22 y

Y

x

X yfxf

YX




但是不服从正态分布显然

因此边缘分布均为正态分布的随机变量,其联合分布

不一定是二维正态分布.
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3、边缘分布函数

,},{),( yYxXPyxF  },{)( xXPxF 

}{ xXP  },{  YxXP ),(  xF )(xFX

.),( 的边缘分布函数关于 XYX

?,,),(: 的分布如何确定的分布已知 YXYX问题
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}{},{),()( yYPyYXPyFyFY 

为随机变量 ( X, Y ) 关于Y 的边缘分布函数.   

.),(
),(},{}{,

.},{),(
,),(),(

的边缘分布函数关于为随机变量

称令

则

的分布函数为随机变量设

XYX
xFYxXPxXPy

yYxXPyxF
YXyxF





).,()(  xFxFX记为

定义

,x同理令
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（二）相互独立的随机变量
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.
,)()(),(

},{}{},{
, .),(
 )(,)(),(

的是和则称随机变量

即

有

若对于所有函数的分布函数及边缘分布

量分别是二维随机变及　　设

相互独立YX
yFxFyxF

yYPxXPyYxXP
yxYX

yFxFyxF

YX

YX




1. 定义
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 },{}{},{ jiji yYPxXPyYxXP 

相互独立和YX

2.说明   

(1) 若离散型随机变量 ( X, Y ) 的分布律为

.,2,1,,},{  jipjYiXP ij

.jiij ppp  即
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 ).()(),( yfxfyxf YX

则相互独立和 ,)3( YX

相互独立和YX

则有边缘概率密度分别为

的概率密度为设连续型随机变量

,)(,)(
,),(),()2(

yfxf
yxfYX

YX

.)()( 也相互独立和 YgXf
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),( YX

ijp

)1,1( )2,1( )3,1( )1,2( )2,2( )3,2(

6
1

9
1

18
1

3
1

 

解 的分布律改写为将 ),( YX

例1

.,(2)
;)1(

的值与求相互独立与若

应满足的条件与求



YX

的分布律为已知 ),( YX
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(1)由分布律的性质知 ,0,0   ,1
3
2

 

.
3
10,0:   且应满足的条件是与故

X
Y 321

1

2

6
1

9
1

18
1

3
1

 

}{ ii xXPp 

3
1

 
3
1

}{ jj yYPp 
2
1 

9
1 

18
1  

3
2
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)3,2,1;2,1(,   jippp jiij

特别有

2112   ppp 





  

9
1

3
1

9
1

,
9
2



,
3
1

 又

.
9
1

得

(2) 因为 X 与 Y 相互独立, 所以有
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.
),(,],[,)

,(,
2

密度

的概率求上服从均匀分布在

服从并且相互独立和设随机变量

YXbbYσ
aNXYX



;,e
π2

1)( 2

2

2
)(





x

σ
xf σ

ax

X又

( , ) ( ) ( ) .X Yf x y f x f y 所以解 由于X 与Y 相互独立,

例2





 


.,0

,,
2
1

)(
其他

byb
byfY
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,e
π2

1
2
1),( 2

2

2
)(

σ
ax

σb
yxf




得

,时当 by 

., bybx 其中

.0),( yxf
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因为 X 与 Y  相互独立,解 所以

求随机变量 ( X, Y ) 的分布律.

设两个独立的随机变量 X 与Y 的分布律为

X
XP

31
7.03.0

Y
YP

42
4.06.0

.}{}{},{ jiji yYPxXPyYxXP 

}4{}1{}4,1{  YPXPYXP 4.03.0  ,12.0

}2{}1{}2,1{  YPXPYXP 6.03.0  ,18.0

例3
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}2{}3{}2,3{  YPXPYXP 6.07.0  ,42.0

}4{}3{}4,3{  YPXPYXP 4.07.0  .28.0

的联合分布律为因此 ),( YX

Y
X 42
1
3

18.0 12.0
42.0 28.0
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例4 一负责人到达办公室的时间均匀分布在8-12时,

他的秘书到达办公室的时间均匀分布在7-9时,设他

们两人到达的时间相互独立, 求他们到达办公室的

时间相差不超过 5 分钟的概率.

解

,的时间

书到达办公室分别是负责人和他的秘和设 YX
的概率密度分别为和由假设 YX



 


,,0

,128,41
)(

其他

x
xfX



 


,,0

,97,21
)(

其他

x
yfY

,, 相互独立由于 YX 的概率密度为得 ),( YX
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)()(),( yfxfyxf YX



 


.,0

,97,128,81
其他

yx

}121{ YXP


G

yxyxf dd),(

).(
8
1

的面积G
O x

y



8


12

7

9 A

B

B
CC

G
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的面积的面积的面积而 CBAABCG 
22

12
11

2
1

12
13

2
1














 .

6
1



于是 }121{ YXP

)(
8
1

的面积G .
48
1



O x

y



8


12

7

9 A

B

B
CC

G

.
48
15分钟的概率为超过

不到达办公室的时间相差因此负责人和他的秘书
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1、离散型随机变量的条件分布

2、连续型随机变量的条件分布

（三）二维随机变量的条件分布
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1、离散型随机变量的条件分布  

.

,
}{

},{
}{      

,0}{,
,),(

的条件分布律条件下随机变量为在

则称若的

对于固定是二维离散型随机变量　设

XyY

p
p

yYP
yYxXP

yYxXP

yYPj
YX

j

j

ij

j

ji
ji

j













定义
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.

,
}{

},{
}{

,0}{ ,

的条件分布律条件下随机变量为在

则称若对于固定的

YxX
p
p

xXP
yYxXP

xXyYP

xXPi

i

i

ij

i

ji
ij

i













.,2,1, ji其中

.
,.

2,3.
,

点焊接得不良的数目

表示焊以数目表示螺栓紧固得不良的以焊点

处其二是焊接只螺栓其一是紧固器人完成的

由机一辆汽车有两道工序是在一汽车工厂中

YX

例1
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XY 3210
010.0020.0030.0840.0
002.0008.0010.0060.0
001.0004.0005.0010.02

1
0 900.0

080.0
020.0

013.0032.0045.0910.0 000.1}{ iXP 

}{ jYP 

:),( 具有分布律据积累的资料知 YX

.,0)2(
;,1)1(

的条件分布律的条件下求在

的条件分布律的条件下求在

XY
YX




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解

}1{
}0,1{}10{





XP

YXPXYP ,
045.0
030.0



}1{
}1,1{}11{





XP

YXPXYP ,
045.0
010.0



}1{
}2,1{}12{





XP

YXPXYP ,
045.0
005.0



由上述分布律的表格可得
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的条件分布律为的条件下即在 YX ,1

kY 

}1{  XkYP

210

9
1

9
2

9
6

的条件分布律为的条件下同理可得在 XY ,0

kX 

}0{  YkXP

3210

90
1

90
2

90
3

90
84



中国人民大学出版社

例2   一射手进行射击,击中目标的概率为p (0<p<1),
射击到击中目标两次为止.设以 X 表示首次击中目

标所进行的射击次数, 以Y 表示总共进行的射击次

数.试求X 和Y 的联合分布律及条件分布律. 

解 有时取且取由题意知 ,nYmX
{ , } (1 ) (1 ) (1 ),P X m Y n p p p p p        


个)2( n

的联合分布律为和即得 YX

,},{ 22  nqpnYmXP

.1,,2,1;,3,2,1  nmnpq 其中
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现在求条件分布律．

由于 





1

},{}{
mn

nYmXPmXP 





1

22

mn

nqp







1

22

mn

nqp
q

qp m






1

12

,1 mpq

,,2,1 m







1

1

},{}{
n

m

nYmXPnYP







1

1

22
n

m

nqp ,)1( 22  nqpn .,3,2 n

},{ nYmXP  },{ mXnYP 
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,,3,2 时所以当 n

22

22

)1( 




 n

n

qpn
qp

}{
},{

nYP
nYmXP






,
1

1



n

,1,,2,1 时当  nm 

}{
},{

mXP
nYmXP






1

22





 m

n

qp
qp ,1 mnpq

.,2,1  mmn

}{ nYmXP 

}{ mXnYP 
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定义

2、连续型随机变量的条件分布

.
)(
),()(                     

,
)(
),(,0)(,

.)(),(
,),(),(

yf
yxfyxf

XyY
yf
yxfyfy

yfYYX
yxfYX

Y

Y
Y

Y

YX




记为的条件概率密度

的条件下为在则称的

若对于固定的边缘概率密度为关于

的概率密度为设二维随机变量



中国人民大学出版社

.d
)(
),(}{)(

),(}{     
,,

d
)(
),(d)(

u
yf
yufyYxXPyxF

yxFyYxXP
X

yYu
yf
yufuyuf

x

Y
YX

YX

x x

Y
YX



 



 







即

或

记为的条件分布函数件下

的条为在称

的条件概率密度为的条件下同理定义在 YxX 

.d
)(
),(}{)( v

xf
vxfxXyYPxyF

y

X
XY  


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.d])(),([d)()(  


x
Y

x

YXYX uyfyufuyufyxF

.d])(),([d)()(  


y
X

y

XYXY vxfvxfvxvfxyF

说明

联合分布、边缘分布、条件分布的关系如下

联合分布

条件分布函数与条件密度函数的关系

边缘分布

条件分布

联合分布
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).(
,1),(

.,0

,),(,1
),(

),(
.,

22

yxf
yxYX

Gyx
Ayxf

YX
AG

YX件概率密度

求条上服从均匀分布在圆域设

其他

具有概率密度维随机变量

若二其面积为是平面上的有界区域设







 



解 的概率密度为由题意知随机变量 ),( YX



 


,,0

,1,π1
),(

22

其他

yx
yxf

例3
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又知边缘概率密度为





 xyxfyfY d),()(





 

 




.,0

,11,1
π
2d

π
1 21

1

2

2

其他

yyx
y

y

有时于是当 ,11  y






 





.,0

,11,
12
1

1)π2(
π1

)(
22

22

其他

yxy
yyyxf YX
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.)(.
)1,(,)10(

,)1,0(

yfY
xYxxX

X

Y的概率密度求值

上随机地取在区间数时

当观察到上随机地取值在区间设数



解 具有概率密度由题意知 X



 


.,0

,10,1
)(

其他

x
xfX

),10(  xx对于任意给定的值 ,的条件下在 xX 
的条件概率密度为Y





 


.,0

,10,
1

1
)(

其他

yx
xxyf XY

例4
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的联合概率密度为和因此 YX
)()(),( xfxyfyxf XXY





 


.,0

,10,
1

1

其他

yx
x

的边缘概率密度故得 Y

xyxfyfY d),()( 









 

 
.,0

,10),1ln(d
1

1
0

其他

y
yyx

x
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2.5 随机变量函数的分布

（一） 一维随机变量函数的分布

（二） 维随机变量函数的分布
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一、离散型随机变量的函数的分布

二、连续型随机变量的函数的分布

随机变量的函数的分布
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.)(,
,)(

,
)(

XfY
XYxfy

xXY
xXxf





记作的函数

为随机变量则称随机变量的值而取

的值取值随着若随机变量的集合上的函数

的一切可能值是定义在随机变量设

问题

?)( 的分布变量

的分布求得随机量如何根据已知的随机变

XfY
X



一、离散型随机变量的函数的
分布



中国人民大学出版社

Y 的可能值为  ;2,1,0,)1( 2222

即   0,  1,  4.

解

}0{}0{}0{ 2  XPXPYP

,
4
1



.2 的分布律求

的分布律为设

XY

X



X

p

2101

4
1

4
1

4
1

4
1

例1
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)}1()1{(}1{}1{ 2  XXPXPYP 

}1{}1{  XPXP ,
2
1

4
1

4
1



}2{}4{}4{ 2  XPXPYP ,
4
1



故Y 的分布律为
Y

p

410

4
1

2
1

4
1

由此归纳出离散型随机变量函数的分布的求法.
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离散型随机变量的函数的分布

的分布律为若也是离散型随机变量

其函数是离散型随机变量如果

X
XgYX

.
)(, 

X
kp

 kxxx 21

 kppp 21

的分布律为则 )(XgY 

kp
)(XgY 

 kppp 21

 )()()( 21 kxgxgxg

.,)( 合并应将相应的中有值相同的若 kk pxg
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Y 的分布律为

Y

p

4 1

2
1

2
1

例2

解

X

kp

211

6
1

6
2

6
3

.52 的分布律求  XY

设
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第一步 

}{)( yYPyFY  }82{ yXP 

解

二、连续型随机变量的函数的分
布

.82
.,0

,40,
8)(

的概率密度求随机变量

其他

的概率密度为设随机变量







 

XY

xx
xf

X

X

例3

xxf
y

X d)(2
8













 


2

8yXP

.)(82 yFXY Y的分布函数先求 
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)()( yFyf yY  ,
2

8
2

8 






 






 


yyfX

第二步  由分布函数求概率密度.

]d)([ 2
8

 



xxf

y

X





 









 


.,0

,4
2

80,
2
1

2
8

8
1

)(
其他

所以

yy
yfY





 




.,0

,168,
32

8

其他

yy
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}{)( yYPyFY  }{ 2 yXP 

}{ yXyP 

)()( yFyF XX 

.32

.0,e
,0,0

)(

2

3 2

的概率密度和求随机变量

的概率密度为设随机变量









 

XYXY

xx
x

xf

X

xX

解 ,2 分布函数先求随机变量 XY 

例4

.d)(d)( xxfxxf
y

X
y

X 




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)()( yFyf YY   ))(())(( yyfyyf XX

y
y

y
y

2
10e)(

2
1 2)(3  














.0,0

,0,
2
e

y

yy y

再由分布函数求概率密度.
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32  xy ,
2

3


yx

]d)([)()( 2
3

 




y

XyY xxfyFyf



















 







 








 



.3,0

,3,
2

3e
2

3
2

2
33

y

yyy y

时，有当 32  XY

.数的概率密度的方法

的函出计算连续型随机变量　　由上述例题可归纳

















.3,0

,3,e)
2

3(
2
1 2)

2
3(3

y

yy y
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.)()(
)),(),(max()),(),(min(

的反函数是

其中

xgyh
ggβggα 



 







.,0
,,)()]([

)(

,
)(,)0)((0

)(,)(,
),(

其他

其概率密度为变量

型随机是连续则称或恒有

且恒有处处可导又设函数

中其的具有概率密度　　　设随机变量

βyαyhyhf
yf

YgYxg
xgxgx

xfX

X
Y

X定理
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证明 X 的概率密度为

.,e
π2

1)( 2

2

2
)(





x

σ
xf σ

μx

X

,)( baxxgy 设

,)(
a

byyhx 
得 .01)( 

a
yh知

.)0(
,),(~ 2

也服从正态分布数

的线性函试证明设随机变量

 abaXY
XσμNX例5



中国人民大学出版社

2

2

2

)(

e
π2

11 σ

μ
a

by

σa







.,e
π2

1 2

2

)(2
)]([






y
σa

aσ
aμby

.),(1)( 


 y
a

byf
a

yf XY



 


.,0

,,)()]([
)(

其他
由公式

 yyhyhf
yf X

Y

))(,(~ 2aσbaμN
baXY



得

的概率密度为得 baXY 
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.

,
2
π,

2
π~,,

,sin

的概率密度求电压

试且有是一个随机变量相角数

是一个已知的正常其中设电压

V

UΘΘ

AΘAV







 



解 上恒有在因为 





 

2
π,

2
πsin)( θAθgv

,0cos)(  θAθg

,arcsin)(
A
vvhθ 所以反函数为

,1)( 22 vA
vh




例6
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的概率密度为知又由 ΘUΘ ,
2
π,

2
π~ 






 





 


.,0

,
2
π

2
π,

π
1

)(
其他

θ
θf

的概率密度为由定理得 ΘAV sin





 





.,0

,,1
π
1

)( 22

其他

AvA
vAvφ
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?
?)(

,,)(

又怎样

是连续型的若也是离散型随机变量吗

则是离散型随机变量若是连续函数设

XXgY
Xxg



.,
.,

,
,

量不一定是连续型随机变那么机变量

是连续型随若是离散型随机变量因此限多个

列无的取值也是有限个或可因此可列无限多个

它的取值是有限个或是离散型随机变量若

Y
XY

Y
X
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概率密度为上服从均匀分布在设 ,)2,0(X





 


.,0

,20,
2
1

)(
其他

x
xf









.21,1
,10,

)(
x
xx

xgy又设连续函数

:)()( 可以计算出来的分布函数则 yFXgY Y

例如，

,]1,0[的取值为由于Y 所以
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,0时当 y

,1时当 y

,10 时当  y

xxfxxf
y

yxg
d)(d)(

)(  


x
y

d
2
1

0

;0}{)(  yYPyFY

;1}{)(  yYPyFY

})({}{)( yXgPyYPyFY 

.
2
y


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,

.1,1

10,
2

,0,0

)(


















y

yy
y

YFY Y的分布函数为故

,1)( 处间断在因为 yyFY

,)( 不是阶梯函数又因为 yFY

,)( 不是连续型随机变量故 XgY 

.)( 也不是离散型随机变量故 XgY 


